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Introduction

Une motivation élémentaire, de I’étude des groupes unipotents vient de la dé-
composition de Dunford multiplicative : si A est une matrice inversible a coefficient
dans un corps algébriquement clos, alors il existe un unique couple de matrices
(Ag, Ay) ol Ag est diagonale inversible, A, unipotente (c’est a dire A, — Id est nil-
potente), Ag et A, commutent et vérifient A = A,.As. Soit G un groupe algébrique
commutatif, G peut étre vu comme sous groupe d’un G L, une conséquence de Dun-
ford multiplicatif est que l'on peut définir G5 = {gslg € G} et Gy, = {gulg € G}.
On peut alors décomposer G de la fagon suivante :

0.1 Théoréme. [Spr98, 3.1.1]
Soit G un groupe algébrique commutatif.

1. Les ensembles G4 et G, sont des sous-groupes fermés de G.

2. L’application produit Gs X G, — G est un isomorphisme de groupes algé-
briques.

Ce théoréme peut donner l'idée d’étudier les groupes unipotents commutatifs,
ce qui est fait dans les paragraphes et

De fagon plus générale, on considére G un groupe algébrique défini sur un corps
k. On note R, ;(G) le radical unipotent rationnel de G c’est-a-dire le plus grand
sous-groupe de G distingué, connexe, unipotent et défini sur k. Le groupe G est dit
pseudo-réductif si R, x(G) = {1}.

On a en toute généralité une suite exacte :

{1} = Ryx(G) = G = G/Ryx(G) = {1}. (1)

Le groupe R, x(G) est unipotent, le groupe G /R, 1 (G) est pseudo-réductif. Une
bonne compréhension de ces deux classes de groupes doit donc permettre de mieux
comprendre les groupes algébriques en général. Un résumé de ’étude des groupes
pseudo-réductifs et de ses applications peut étre trouvé dans [Rém10].

Dans le présent rapport on va s’intéresser aux groupes algébriques unipotents sur
un corps quelconque dont ’étude a été commencée par J. Tits [Tits67], continuée par
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J.Oesterlé [Oest84] et complétée dans 'annexe B de [CGP10|. L’étude des groupes
unipotents est précédée de celle plus simple des tores qui permet de faire quelques
analogies.

Je tiens & remercier Philippe Gille et Michel Brion pour leur aide, Ziyang Gao
pour m’avoir fait découvrir [Tits67] (une merveille de simplicité et concision), Ma-~
gali Moureau ma meére pour la correction de l'orthographe et bien siir Bertrand
Rémy toujours disponible et ponctuel.

1 Généralités sur les groupes algébriques

La premiére section rassemble un certain nombre de conventions, de définitions
et de propriétés utiles pour la suite. On peut trouver dans [Spr98] des précisions sur
le contenu des paragraphes|L.1|et (la présentation de [Bor91] est assez différente,
au moins dans le vocabulaire). Les deux paragraphes sur les schémas et sont
strictement inclus dans le premier chapitre de [Wat79], les définitions élémentaires
sur les foncteurs peuvent étre trouvées dans [Dou05]. Quant aux paragraphes
et le lecteur peut chercher des précisions dans [Spr98| ou [Bor91].

1.1 Préliminaires algébriques

Soit K un corps algébriquement clos.

Soit V.= K", S = K[T1,...,T,]. les éléments de S sont vus comme des fonctions
sur V. Si I est un idéal de V', on note V(I) I'ensemble des zéros communs & tous
les éléments de 1. Si X est un sous ensemble de V' alors on note Z(X) l'idéal des
éléments de S qui s’annulent sur X.

1.1 Proposition (Nullstellensatz). Z(V(I)) = V1

Les ensembles V(I) pour [ idéal de S sont les fermés d’une topologie, dite topo-
logie de Zariski. Un ensemble fermé pour cette topologie est dit ensemble algébrique.

1.2 Définition. Une K-algébre est dite affine si elle est de type fini comme K-
algebre.
Une K-algébre est dite réduite si 0 est son seul élément nilpotent.

On remarque que si X est un ensemble algébrique alors K[X]| := S/Z(X) est
une algébre affine réduite.

1.3 Remarque. Cette notation bien que standard pose probléme car elle est en
conflit avec celle d’algébre de groupe. On signalera donc systématiquement quand
cette notation signifie algébre de groupe.

En fait la donnée de X est équivalente a la donnée de K[X]. En effet si A est une
algébre affine réduite alors il existe un entier r et un ensemble algébrique X C K"
tel que K[X] = A.

1.2 Langage des variétés

Soit K un corps algébriquement clos.
Soit X C K™ un ensemble algébrique. Une fonction f définie sur U voisinage
de X est dite réguliere en z s'il existe g,h € K[X] et V voisinage ouvert de z,

V. cUnN{z| h(z) # 0} tel que Vy € V on ait f(y):%_
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f est dite réguliére sur U si elle est réguliére en tout point de U. On note Ox (U)
la K-algébre des fonctions réguliéres sur U.

Un espace annelé est appelé K-variété algébrique affine s’il est isomorphe a
un tel couple (X, Ox). Par abus de notation on parle de la K-variété X, en sous
entendant Ox.

1.3 Langage des schémas

Soit k un corps et K une extension de k algébriquement close.

Soit F' un foncteur covariant de la catégorie des k-algébres dans la catégorie des
ensembles.

Un tel foncteur F est dit représentable s’il existe une k-algébre A tel que F' est
isomorphe au foncteur R — Homy(A, R). On appelle alors F' un schéma affine.

1.4 Lemme (Lemme de Yoneda). [Wat79, 1.3/

Soient E et F deux schémas affines représentés par des k-algébres A et B, alors
les transformations naturelles E — F correspondent bijectivement auxr morphismes
de k-algébre B — A.

De plus E — F est un isomorphisme si et seulement si B — A est un isomor-
phisme de k-algébres.

On va maintenant montrer que 'on peut voir les variétés algébriques affines
comme des schémas.

Soit X une K-variété algébrique affine on note A = K[X]. On note Max(A)
I’ensemble des idéaux maximaux de A.

1.5 Proposition. [Sprd8, 1.5.3]
L’application
r € X —ZI({x}) € Max(A) (2)

est une bijection.

De plus Max(A) est en bijection avec Homg _414(A, K). Sil’on note X’ le schéma
représenté par A, on peut donc voir X comme X'(K).

Dans la suite on note indifféremment X vue comme variété algébrique et schéma
affine.

1.4 k-structure

Soit k un corps et K une extension de k algébriquement close.

Soit V un K-espace vectoriel, une k-structure sur V est un k-espace vectoriel
Vi CV tel que V =2 Vi ®, K. Soit f:V — W une application linéaire entre deux
K-espace vectoriel muni de k-structure, f est dite définie sur k& ou k-morphisme si
f(Vie) C Wi

Soit A une K-algébre, une k-structure sur A est une k-algébre A C A tel
que A = A, ®p K. Soit f : A — B un morphisme de K-algébre entre deux K-
algébres munies de k-structure, f est dite définie sur k£ ou k-morphisme §’il est un
k-morphisme en tant qu’application linéaire.

Soit X une K-variété algébrique affine, on dit que X est définie sur k si I'idéal
Z(X) est engendré par des polynomes a coefficients dans k. C’est-a-dire si Z(X)
admet une k-structure, ou encore s’il existe une k-algébre de type fini Ag sous
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algebre de K[X] telle que K ®; Ag — K[X] soit un isomorphisme. On note alors
Ap = k[X] et on dit que X est une k-variété algébrique affine.

L’ensemble X (k) des points k-rationnels correspond aux morphismes de k-
algébres Ag — k.

Soient X et Y deux k-variétés, a: X — Y est dit k-morphismes si le morphisme
de K-algebre o : K[X]| — K|[Y] est défini sur k.

On note k; la cloture séparable de k.

1.6 Proposition. [Bor91, AG.15.5]
Soit X une k-variété, alors X (ks) est dense dans X.

1.5 Action du groupe de Galois

On note I" = Gal(ks/k) ou ks est la cloture séparable de k.

Soit V un K-espace vectoriel avec une k-structure Vi, c’est a dire V =2 Vi, ®p K.
Alors I' opére sur Vi, = ks ®j, Vi via le premier facteur. On a alors Vi, = sz.

Soit V une k-variété, on va définir une action de I" sur V' (k;) qui est dense dans
V selon

En effet, 'on peut identifier V(k,) avec Homy, _q14(ks[V], ks) donc x € V (ky)
correspond & un morphisme d’algébre e,. Si v € I" on définit alors :

Cy(z) =V €z © ’7_1 (3)
ou le v de gauche agit sur ks, celui de droite sur ks[V] = ks @ k[V].
1.7 Théoréme. [Bordl, AG.14.4/

Soient V une k-variété et Z une sous-variété fermée, alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. Z est définie sur k.
2. Z est définie sur ks et Z(ks) est I'-stable.
3. Il existe E C Z NV (ks) tel que E est T'-stable et dense dans Z.

1.6 Groupes algébriques

Soient k un corps et K une extension de k algébriquement close.

1.8 Définition. Un groupe algébrique affine (G, +) est une K-variété algébrique
affine G munie de :

1. un élément e € G ;
2. un morphisme p: G x G — G;

3. un morphisme i : G — G.

qui vérifient les axiomes de groupes usuels.

Si en plus G est une k-variété, si p et i sont définis sur k (e € G(k) est alors
automatique) alors G est dit k-groupe.

Si G, G’ sont deux groupes algébriques affines. Un morphisme f de groupes
algébriques affines de G dans G’ est un morphisme de variétés qui est aussi un
morphisme de groupes. Si en plus G et G’ sont des k-groupes et f est défini sur k
alors f est appelé k-morphisme.



Raphaél Achet Groupes algébriques unipotents

1.9 Définition. Soit G un groupe algébrique, la composante connexe de {Id} est
notée G°.

1.10 Proposition. [Bor91, 1.2] Soit G un groupe algébrique.
1. G est lisse (comme variété).

2. G° est un sous groupe normal d’indice fini dans G, et dont les classes sont
les composantes irréductibles de G. Si G est défini sur k alors G° 'est aussi

3. Tout sous groupe d’indice fini contient G°.

1.11 Théoréme. [Tits67l] Soit G, H deuz groupes algébriques définis sur k. Soit ¢ :

G — H une k-isogénie bijective de G(k) dans H(k), alors ¢ est un k-isomorphisme
si et seulement si dy : Lie(G) — Lie(H) est surjective.

1.12 Proposition. [Bord1, 1.10] Soit G un k-groupe affine, alors G est isomorphe
a un k-sous-groupe d’un certain GLy,.

1.13 Corollaire. [Bord1, 2.3] Soit G' un k-groupe, G et H des k-sous-groupes avec
G connezxe, alors le commutateur [G,H] est un k-sous-groupe.

1.14 Théoréme (Décomposition de Jordan). [Bor91, 4.2/

Soit G un k-groupe, soit g € G. Il existe un unique couple (gs, gu) € G2 tel que
9 = gsGu-

De plus st G C GLy, alors la décomposition de Jordan ci-dessus coincide avec
la décomposition de Dunford multiplicative donnée dans l’introduction.

1.15 Proposition. [Bor91l, 4.6] Soit M C My(k) une famille d’endomorphismes
qui commutent 2 a 2. Soit L l'extension de k engendrée par les valeurs propres des
éléments de M.

1. M est trigonalisable sur L

2. Si les éléments de M sont diagonalisables sur k, alors L C ks et M est
diagonalisable sur L.

1.7 Schémas en groupes affines

Soit k un corps.

Soit G un foncteur représentable de la catégorie des k-algébres dans la catégorie
des groupes. On appelle alors G un schéma en groupe affine.

Le lemme de Yoneda nous permet & partir des transformations naturelles
mult et inv de définir deux morphismes de k-algébres A : A — A® A dit comultipli-
cation et ¢ : A — A dit antipode. De plus e peut étre vu comme une transformation
naturelle {1} — G, il induit donc un morphisme de k-algébres ¢ : A — k.

Les axiomes de groupes se traduisent en la commutativité des trois diagrammes

suivants :
A = A® A (4)
lA lid@A
A A— 2% Ao Ax A
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A A2 Ag A (5)

g e

A £ A

lA Tmult
A0 A 4o

A<= 4 A (6)

AR A

A

1.16 Définition. Une k-algébre A munie d’applications A, €, ¢ qui rendent les
diagrammes , et @ commutatifs est appelée une algébre de Hopf.

Les schémas en groupes affines sur k correspondent donc aux k-algébres de Hopf.

1.17 Exzemple. Exemples de schémas en groupes classiques et de leurs algébres de
Hopf A :

1. Go: R— (R,+), A= EK[T].
2. GL1 = G, : R (R*, %), A= k[T, T
3. GL, : R— GLy(R), A=k[X11,..., Xnn, Y]/(det(X; ;)Y — 1)

Un k-groupe G défini dans la section peut étre vu comme un schéma en
groupe affine dont ’algébre de Hopf est A = k[G]. Dans ce cas, 'algébre de Hopf
A est affine et réduite.

Les schémas en groupes sont donc des généralisations des k-groupes qui per-
mettent entre autre de considérer des points dans des k-algébres qui ne sont pas
forcément des corps comme dans le théoréme [3.41

1.18 Définition. Soit G un schéma en groupe algébrique affine sur un corps k tel
que k[G] ® k est réduite, alors G est dit lisse.

On a vu selon le théoreme[I.10] que les groupes algébriques sont toujours lisses au
sens des variétés. Mais les opérations usuelles comme 'intersection (!) font parfois
apparaitre des objets qui sont toujours des schémas en groupes algébriques affines
mais qui ne sont pas lisses comme le montre ’exemple ci-dessous.

1.19 Ezemple. |Gill4, 1.1.2]

Ici k est un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0.

Soient G = G2, H; défini par I’équation 2P + 2 = y, Hy défini par 1’équation
x =y, alors Hy et Hs sont des k-sous groupes isomorphes & G, et H = H1 N H»
est donné par ’équation x = y et 2P = 0.

Du point de vue des variétés, 'intersection est triviale. Du point de vue des
schémas, elle est isomorphe & p, d’algebre de Hopf k[t]/tP qui n’est pas réduite
alors que H; et Hy sont lisses.

1.20 Proposition. Soit f : G — H un morphisme surjectif de k-schéma en groupe
algébrique, alors fi : G(k) — H(k) est surjective.
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Démonstration. Le morphisme f est surjectif donc f* : A = k[H|] — B = k[G]
est injectif. Or selon [Wat79, 14.1] si A C B sont deux algébres de Hopf sur un
corps k alors B est fidélement plat sur A. On applique alors I’ assertion (iv) de la
proposition 8 de [Bou61l, chapitre 1, §3, N° 5], selon laquelle tout idéal maximal
de A est 'intersection de A avec un idéal maximal de B. Donc tout morphisme de
k-algeébre de A dans k s’étend en un morphisme de k-algébre de B dans k. O

2 Groupes diagonalisables et tores

Le but de cette partie est de rappeler les principaux résultats de la théorie
des tores. Les résultats de cette section et beaucoup d’autres peuvent étre trouveés
dans [Bor91l chapitre IIT] et [Spr98|, chapitre 3].

Dans toute la suite K /k est une extension de corps avec K algébriquement clos
et G est un k-groupe sauf si le contraire est explicitement mentionné.

2.1 Groupes diagonalisables

2.1 Lemme (lemme de Dedekind). Soit H un groupe quelconque, soit X un en-
semble de morphismes G — K*, alors X est linéairement indépendant en tant que
sous ensemble de 'ensemble des fonctions de H dans K.

Démonstration. |[Bor91) 8.1]
Par I’absurde, si ce n’est pas le cas alors il existe n > 0 minimal tel que
(X1s---5Xn) € X" sont liés, c’est-a-dire :

f=> aixi+xn=0. (7)

i<n

Soit hg € H tel que xn,(ho) # x1(ho), alors pour tout h € H,

0 = f(hoh) = xn(ho)f(h) = ci(xi(ho) = xn(ho))xi(h) (8)

i<n
c’est une relation de dépendance linéaire non triviale de longueur strictement
plus faible. O

On note A = K[G], X(G) = Hom(G, GLq) le groupe des caractéres de G, et
X(G)y le sous-groupe de X (G) constitué des caractéres de G définis sur k. On
remarque que X (G) peut étre vu comme un sous-groupe de A.

2.2 Définition. G est dit diagonalisable si X(G) engendre A comme K-espace
vectoriel. Si de plus X (G)y engendre A alors G est dit déployé sur k.

Etant donné que A = K ®j, A, la condition ci-dessus est équivalente & X (G)y
engendre Ay = k[G] comme k-espace vectoriel.

2.3 Proposition. Supposons que Y C X (G)y engendre Ay, alors :

1. Y = X(QG), en particulier les caractéres de G sont définis sur k.

2. A = Ek[X(G)] (ov k[X(G)] est lalgébre de groupe), de plus la struc-
ture d’algébre de Hopf sur A est induite par le plongement diagonal
X(G) = X(G) x X(G) et Uinversion X(G) = X(G).
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3. 81 H est un k-sous-groupe de G alors H est diagonalisable et déployé sur k.
De plus H est défini comme intersection de noyaux de caractéres définis sur
k. Enfin tout caractére de H s’étend en caractére de G.

4. Sip: G — GL, est une représentation k-rationnelle, alors p(G) est conju-
guée sur k a un sous-groupe de D,. En particulier G est k-isomorphe & un
sous-groupe fermé de D,,.

Démonstration. [Bor91, 8.2]

Prouvons 1 : selon le lemme de Dedekind appliqué a X(G)r C A, les
élements de Xy (G) sont libres. Donc Y C X(G); engendre Ag, ce qui implique
Y = X(G)y, et G déployé sur k, ainsi Y = X(G).

Au tour de 2 : toujours selon le lemme de Dedekind X (G) est libre donc
Ai = k[X(Q)]. De plus A est le comorphisme de mult : Gx G — G, or la restriction
de mult aux caractéres X(G) — X (G x G) = X(G) x X(G) est exactement la
plongement diagonal.

Montrons 3 : B = K[H] est engendrée par I'image de la restriction & H des
caractéres de G, donc B est diagonalisable et par 2 on a B = K[X (H)]. La surjection
p: A — B envoie X(G) sur X(H) donc p est la surjection induite sur l'algebre de
groupe par le morphisme de groupe surjectif X (G) — X(H). Or X(G) = X(G)x,
donc H est défini comme intersection de noyaux de caractéres définis sur k et
X(H) = X(H)y, ce qui signifie H déployé sur k et termine la preuve de 3.

Enfin en ce qui concerne 4 : X(G) fournit un morphisme injectif de G dans
(GL1)? pour un certain d > 0, donc G est commutatif et constitué d’éléments
semi-simples. Soit p : G — GL(V) une représentation k-rationnelle, selon la propo-
sition p(G) est diagonalisable. De plus pour tout x € X(G) selon [Bor91l 5.2]
'espace propre Vy, = {z € V| Vg € G p(g)x = x(g)x} est défini sur k. Donc p(G)
est diagonalisable sur k. Pour montrer la seconde partie il suffit de remarquer que
selon la proposition il existe une représentation k-rationnelle et injective.

O

2.4 Corollaire. [Bor91, 8.3] Le foncteur contravariant G — X(G) est fidéle-
ment plat de la catégorie des groupes diagonalisables déployés sur k munie des
k-morphismes dans la catégorie des Z-modules de type fini.
2.5 Corollaire. [Bor91l, 8.4] Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G est diagonalisable .

2. G est isomorphe 4 un sous groupe de Dy, pour un certain n > 0.

3. Sim:G — GL, est une représentation rationnelle alors w(G) est conjugué

sur k & un sous groupe de D,.

2.6 Corollaire. [Bor91l, 8.4] Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G est diagonalisable et déployé sur k.

2. G est k-isomorphe & un sous groupe de D, pour un certain n > 0.

3. Sim: G — GL, est une k-représentation alors w(G) est conjugué sur k a

un sous groupe de D,.

2.7 Proposition. Soit G un groupe diagonalisable, alors G est déployé sur une
extension finie séparable de k.
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Démonstration. |Bor91l 8.11]

On choisit un plongement G C GL,,. Selon la proposition il suffit de diago-
naliser G(ks) par conjugaison par un élément de GL,(ks). Ce qui est vrai selon la
proposition [I.T5] O

2.2 Action du groupe de Galois

Soit G un groupe diagonalisable, la proposition [2.7nous assure que G est déployé
sur ks. Soit A = K[G], selon Ag, = k[ X(GQ)].
Soit v € I' = Gal(ks/k), v agit sur Ay, via :

gl
Z aga | = Z ala” (9)

aeX(G) aeX(G)
avec cette action Ay = Ags. En tant que k-groupe G est donc entiérement

déterminé par la connaissance de X (G) et de sa structure comme I'-module.
En fait, on a une équivalence de catégorie.

2.8 Proposition. [Bor91, 8.12]

Soit A la catégorie dont les objets sont les k-groupes diagonalisables, et dont les
morphismes sont les k-morphismes.

Soit B la catégorie dont les objets sont les Z modules de type fini sans p torsion
si p = char(k) > 0 sur lesquels T' agit de fagon continue, et dont les morphismes
sont les morphismes de Z-modules I'-équivariant, alors

X:A—B (10)

est une équivalence de catégorie.

2.3 Tores déployés et tores anisotropes

2.9 Définition. Un groupe algébrique isomorphe & D,, = (G,,)"™ pour un certain
n > 0 est dit un tore de dimension n.

2.10 Proposition. Soit T un k-groupe. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est un tore de dimension n.
2. T est connexe, diagonalisable de dimension n.
3. T est diagonalisable et X (T') = Z".

Démonstration. [Bor91) 8.5]

1 = 2 est évident.

2 = 3 : GL; est connexe et de dimension 1, ses seuls sous-groupes connexes sont
GL; et {Id}. Donc I'image de T par un caractére est GLy ou {Id}. En particulier
X (G) est sans torsion. De plus T est diagonalisable donc K[T'] = K[X (t)], et enfin
n = dim(7T") = deg.tr(K(T)) est le rang du groupe abélien libre X (7).

3= 1:s0it ag,...,a, une base de X(T). Alors K[T] = K[ai,a;',...,an, ;]
et ¢ : t — diag(ai(t),...,a,(t)) donne un isomorphisme de T' dans D,,. O

2.11 Définition. Soit 7' un k-tore, T est dit k-anisotrope sur k si X(7T), = {1}
ou de facon équivalente si X (T)" = {1}.

10
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Soit T un k-tore, on va définir le plus grand sous tore de T" qui est k-anisotrope
T, et le plus grand sous tore de T qui est k-déployé T :

On définit T}, comine le sous tore de T" qui correspond au I'-module sans torsion
X(T)/X(Ty) = X (T)/X (T)T.

On a donc

et selon 23] 3.
T,= () ker(e) (12)
aeX(T)y

Par construction il est clair que T, est anisotrope.

En ce qui concerne T; on peut le définir comme le sous-tore engendré par
{Im(a)|a € X(T')r}. De facon évidente Ty est déployé et contient tout sous-tore
déployeé.

Un sous-tore de T, NTy est a la fois déployé et anisotrope donc trivial. Donc
(T, NTy)° est trivial, donc T, N Ty est fini.

De plus, on peut montrer que dim(7},) + dim(7y) = dim(7) donc Ty, x Ty — T
est surjective.

On peut résumer le travail ci-dessus par la proposition suivante :

2.12 Proposition. [Bor91, 8.15/
Soit T un k-tore, T, et Ty sont définis comme ci-dessus, alors

1. T, est le plus grand sous tore anisotrope de T défini sur k. Ty est le plus
grand sous tore déployé de T défini sur k.

2. TyNTy est fini et T =T,T,.

8. Sia:T — T estun k-morphisme de k-tore alors a(T,) C T}, et o(Ty) C T},
Autrement dit T — T, et T — T, sont fonctoriels.

3 Groupes unipotents

Tous les groupes sont des k-groupes, algébriques, affines sauf si le contraire est
explicitement mentionné.

3.1 Définitions

On rappelle qu'un endomorphisme ¢ est unipotent si g — Id est nilpotent. On
note U, l’ensemble des matrices carrées, de taille n, triangulaires supérieures, et
dont les éléments diagonaux sont tous 1.

3.1 Théoréme. [Bordl, 4.8] Soit G un sous-groupe de G L, (k) non nécessairement
défini sur k dont tous les éléments sont unipotents, alors G est conjugué sur k d un
sous-groupe de Uy, (k).

3.2 Définition. Un k-groupe G est dit unipotent si G = G,, = {gulg € G}.

3.3 Corollaire. Soit U un k-groupe unipotent, U est isomorphe o un k-sous-groupe
de Uy, pour un certain entier n.

Démonstration. |[Bor91l, 4.8]
(C’est une conséquence de la proposition et du théoréme [3.1] O

11
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3.4 Proposition. Soit U un groupe unipotent, tout morphisme U — Gy, est trivial.

Démonstration. En effet un tel morphisme est une représentation de dimension 1,
donc triviale. O

3.2 Extension de G, par G,

On a vu dans le paragraphe la définition de groupe diagonalisable déployé.
En fait, 1a notion de déploiement est plus générale : un k-groupe G est dit déployé
s’il admet une suite de composition dont les quotients successifs sont k-isomorphes
a G, ou Gyp,. Dans le cas d’un groupe unipotent U les quotients successifs sont tous
des G,.

Dans le cas des groupes unipotents, cette définition méne naturellement & s’in-
téresser aux extensions de G, par Gg.

La théorie des extensions de groupes algébriques commutatifs est faite en an-
nexe 1] et

Dans la suite du paragraphe k est algébriquement clos.

Selon la proposition ﬁ Ext(Ga,Gqa) = H? (Ga,Ga)s, on recherche donc des
applications réguliéres f : G, X G, — G,, c’est-ad-dire des polynémes en deux
variables, qui vérifient la relation de cocycle suivante :

Vx,y,zEA, f(y,z)—f(l’—f—y,z)—i—f(:l:,y—i—z)—f(x,y)=() (13)

On remarque que si k est de caractéristique p > 0 alors
1
F(z,y) = » (@ + 9" = (z+y)P) (14)

vérifie la relation de cocycle ([L3)).

3.5 Proposition. [Laz55, 11I]

Si k est de caractéristique p > 0 alors H2, (G4, Ga)s admet pour base les puis-
sances p-iémes de la fonction F définie en (14)).

St k est de caractéristique O alors erg(Ga, Ga)s est trivial.

On a donc en particulier des extensions de GG, par GG, non triviales sur un corps
algébriquement clos en caractéristique positive, et seulement dans ce cas.

Mais méme s’il y a des extensions non triviales sur un corps algébriquement
clos, le corollaire nous assure que tous les groupes unipotents sur un tel corps
sont déployés.

3.6 Corollaire. [Bor9d1, 15.5 (ii)]
Soit k un corps parfait et G un k-groupe unipotent, G est déployé sur k.

Le corollaire [3.6] n’est malheureusement pas généralisable au cas des corps non
parfaits comme le montre ’exemple ci-dessous.

3.7 Exemple. En effet, considérons un corps k non parfait de caractéristique p. Soit
a € k— kP, le k groupe U = {yP = = — aaP} est isomorphe & G, sur extension
purement inséparable k(a'/P) mais n’est pas déployé. En effet il était déploye, il
serait isomorphe & G, sur k, or la compactification de U a un unique point a I'infini
dont le corps des résidus est k(al/?).

Notre objectif va étre d’étudier les groupes unipotents avec des outils plus ex-
plicites que ceux qu’utilise Borel pour démontrer

12
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3.3 p-polyndéme et applications

Ici k est un corps de caractéristique p > 0.

3.8 Définition. Un polynéme P € k[Xl,...,Xn_] est dit un p-polyndéme si les

A . J
monodmes qui le composent sont de la forme ¢; ;X Z-p .

n

3.9 Remarque. On peut écrire P sous la forme P = ) P;(X;) ou les P; sont des
i=1

p-polynémes & une variable.

De plus P(0) =0 et Vi, P;(0) =0

3.10 Proposition. Un polynéme P € k[X1,...,X,] est un p-polynome si et seule-
ment st ¢’est un k-morphisme vu comme application G — G,

Démonstration. [Lits67, 3.3.4]
Montrons que si P(x1 +y1,.--,Zn +yn) = P(x1,...,2) + P(y1,...,yn) alors
P est un p-polynome, le reste étant clair.

On raisonne par récurrence sur le degré de P.

Pour tout y € k", P(X +y) = P(X) + P(y) donc Vi, %;(X +y) = %;(X).

n
Donc %(X ) = ~y; est constant, et P — Y ;X1 est additif de dérivée partielle
! i=1

. =
nulle. Donc P — > v Xi=Q(X?,..., X}).
i=1
Pour conclure on applique 'hypothése de récurrence a Q. O

Un polynéme sur k£ non nul est dit séparable si son schéma des zéros est géné-
riquement lisse, ¢’est-a-dire s’il est sans facteur carré dans k.

3.11 Proposition. Soit P € k[ X7, ..., X,] un polynéme non nul tel que P(0) = 0.
Alors le sous-schéma P~1(0) C G? est un k-sous-groupe si et seulement si P est
un p-polyndme séparable.

Démonstration. |[Lits67, 3.3.4]

Si P est un p-polynome séparable alors P~1(0) k-sous-groupe est clair par ce
qui vient d’étre vu.

Reste la réciproque : on note G = P~1(0), la lissité de G implique P séparable.
Selon la proposition il suffit de montrer que P est un k-morphisine.

Soit a € G(k), le schéma des zéros de P(xz+ «) et P(z) est G. Donc P(z+a) =
c(a)P(x) on c(a) € k*.

La fonction ¢ est une fonction polynomiale de « et vérifie :

cla+B)P(x) = Pla+ f + ) = c(a)c(B)P(x) (15)

Donc ¢ : G — GLq est un k-morphisme. Mais G est unipotent donc selon la
proposition [3.4/ ¢ = 1. Donc Va € G(k), P(x + o) = P(x).

Soit B € k™, Va € G(k) P(a+ B) — P(B) =0, donc P(a+ ) — P(f3) s’annule
sur G, donc P(a+ ) — P(B) = g(B)P(z) ou g(B) € k et g(0) = 1.

Donc pour tout v € k™ on a :

Pla+~vy+z)—P(B+7)=g(B+7)P(x). (16)

13
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De plus on a :

Pla+vy+z)=PB)+gB)P(x+~)=PB) +39(B)P(y) +9(B)g(v)P(x). (17)

En comparant les termes de plus haut degré on trouve que g(6+7) = g(8)g(7),
donc g(B)? = ¢g(0) = 1, donc P est bien additive.
O

3.12 Corollaire. Soit G C G un k-sous-groupe de codimension 1, alors G est le
schéma des zéros d’un p-polynome séparable de k[Xq,..., X,].

Démonstration. |[CGP10, B.1.5]
G est de codimension 1 dans G donc c’est le schéma des zéros d’un polynéme
séparable qui est un p-polynéme selon la proposition
O

3.13 Définition. Un groupe vectoriel sur k est un k-groupe commutatif V' qui est
isomorphe a G pour un certain n > 0. L’action de GL; issue de cet isomorphisme
est appelée structure linéaire sur V.

n
3.14 Définition. Si P = ) P;(X;) est un p-polynéme sur k en n variables, alors
i=1

la partie de P noté Ppinc est 1a somme des termes de plus haut degré des P;.

3.15 Lemme. Soit V un groupe vectoriel sur k de dimension n >0, soit f : V —
Go un k-morphisme, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe un morphisme de k-schémas non constant f' : A,lﬁ — V tel que

fof =o0.
2. Pour tout k-isomorphisme h : G =V, la partie principale du p-polynome
fohek[Xy,...,X,] aun zéro non trivial dans k.

3. Il existe un isomorphisme de k-groupes h : GI! =V tel que ker(foh) contient
le premier facteur de GJ.

Démonstration. |[CGP10, B.1.7]
On va montrer que 1 = 2 =3 = 1.
Supposons 1, on considére alors ¢ = h™ 1o f’: A}C — G7, l'on note g; : A}g — G,
la i-éme composante de ¢ et a;t% le monéme dominant de ;(t), ot s; = 08i p; = 0.
/' est non constant donc ¢ aussi, donc pour un certain i on a s; > 0.

n 1z . . .
Soit Y ¢;a? " la partie principale de f o h.
i=1
On a alors :

0= f(hip(t) = el t7" + ... (18)
=1

On note N = max s;p™, et on définit b; = a; si s;p™ = N, b; = 0 sinon. Le
n m;
coefficient de degré N de f(h(p(t)) est 0 donc Y ¢;b * = 0 ou les b; sont dans k
i=1

non tous nuls. C’est exactement 2.

Montrons 2 = 3 :
Soit h : G = V un isomorphisme de k-groupes. On peut supposer que f est
non nul, donc la partie principale de f o h est non nulle.

14
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On raisonne par récurrence sur la somme des degrés des mondmes de la partie

n e
principale de f o h, toujours notée »_ ¢;at .
i=1
Sil'un des ¢; est 0, quitte & permuter les variables 3 est vrai. Sinon, on suppose
que tous les ¢; sont non nuls et que my > --- > m, > 0. Par hypotheése il existe

n 1 . . .
(a1,...,a,) € k" — {0} tel que Y ¢;al” " = 0. Soit > 0 le plus petit entier tel que
i=1

a, est non nul.
On considére b/ : G =2 G7 défini par

Wi, yn) = (yl, YL G Yrt + 1y any
(19)
Alors f o hoh' est un p-polynéme dont la partie principale est > ¢y de

i#£r
somme des degrés strictement inférieurs d’oil 3 par récurrence.
Il reste & montrer que 3 implique 1 :
Soit h vérifiant 3 et p : t € G, — (¢,0,...,0) € G%, alors f' = h o ¢ convient.
O

3.16 Lemme. Soit K/k une extension galoisienne. Si un p-polyndéme de la forme

S pi 5 n ; 5 n
Yo cix;  aun zéro dans K™ — {0} alors il a un zéro dans k™ — {0}.
=1

Démonstration. [CGP10, B.1.8]
On peut supposer que m; > --- > my,. On raisonne par récurrence sur n. Si
n =1 alors ¢1af "= 0avec a € K* implique ¢; = 0. Donc le polynéme est nul.

n mg .
Supposons n > 1, alors il existe a € K™ — {0} tel que Y ¢;al " = 0. Si 'un des
i=1

a; est nul le théoréme est vrai par récurrence. Sinon on peut supposer a, = 1. Pour
tout o € Gal(K/k), alors a — o(a) est un zéro du polynéme. Si a € k™ alors il n’y
a rien a faire, sinon il existe o € Gal(K/k) tel que a — o(a) # 0 or a,, — o(ay,) = 0.
On peut alors conclure par récurrence.

O

3.17 Lemme. Soit V un groupe vectoriel sur k, soit K/k une extension galoisienne
et soit f : V — G4 un k-morphisme, alors les conditions équivalentes du lemme|3.1
sont vraies sur K si et seulement si elles sont vraies sur k.

Démonstration. [CGP10, B.1.9]
C’est une conséquence immédiate de et O

3.4 Groupes unipotents commutatifs d’exposant p
Ici k est un corps de caractéristique p > 0.

3.18 Théoréme. Soit G un k-groupe commutatif d’exposant p, alors G est k-
isomorphe & un k-sous-groupe d’un certain Gév.

3.19 Remarque. Ce théoréme est vrai sur un corps de caractéristique nulle, et la
preuve est beaucoup plus simple : G peut étre vu comme un sous-groupe d’un
certain GL,, et donc de M, par passage au logarithme.

La preuve ci-dessous due a Tits, et que 'on peut trouver dans [Tits67| utilise
des astuces pour pallier au manque d’exponentielle.
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Démonstration. |[Lits67, 3.3.1]

On peut supposer que G C GL,, C M,. Soit A le k-espace vectoriel engendré
par {g — I,,| g € G}. On note A’ le k-espace vectoriel engendré par {a’| a € A}.

On a alors (9 — In)(h — I,) = (¢gh — I,) — (9 — I,) — (h — I,) donc
{0} =APC---CA2CA.

Soit (ai,...,a,) une base de A telle que pour tout j, A7 est engendré par
(aij, ...,a,) pour un certain ;.

On considére ’application suivante :

@ A — I,+A
n n
dowia; — ] expzia; (20)
i=1 i=1
=l g
ol exp Tia; = » %

k=1
On remarque que exp ((z + y)a) = exp (za) exp (ya). De plus A est commutatif
donc ¢ : A — I, + A est un k-morphisme du groupe additif A dans le groupe
multiplicatif I,, + A qui contient G. Montrons que ¢ est inversible.
n n
Or [[ expzia; = I, + > yia;, o y; est de la forme x; + Pj(x1,...,z;—1) par
i=1 i=1
construction des a;. ]

3.20 Proposition. Soit Vi,...,V, des k-groupes isomorphes o G, et soit
n

V=[]V
i=1

i=
Soit U un k-sous groupe de V' tel que Ul(ks) est le ks sous groupe de V (k)
engendré par limage d’une famille de morphismes de kg-schémas A,%/,s — Vi(ks) qui
passent par 0.
Alors il ezxiste un automorphisme de k-groupe h : V. =V tel que h(U) est le
produit de certains des Vi. En particulier, U est un groupe vectoriel.

Démonstration. [CGP10, B.1.11]

On raisonne par récurrence sur n. Si n = 1 c¢’est évident.

On suppose n > 1, dans le cas ou U = V la proposition est claire, on peut
donc supposer que dim(U) < n — 1. Si la dimension de U est n — 1 alors selon le
corollaire[3.12] U est le noyau d’un k-morphisme f : V' — G,. Par hypothese il existe
un morphisme de kg-schéma non constant Aks — Uy, donc selon le lemme
appliqué a k = ks et le lemme il existe A’ k-automorphisme de V tel que
Vi Cc W (U).

Alors W (U) = Vi x U’ ou U’ est la projection de H'(U) sur V' = [[ V;.

i>2
L’hypothése de récurrence appliquée a U’ et V'’ nous permet de conclure.
Reste le cas dim(U) < n — 1, soit U’ la projection de U sur V'. Par hypotheése

'
de récurrence, aprés renumérotation il existe hy : V' =2 V' tel que hi(U') = [[ V;
i=2

pour r < n. Alors b’ =idy, x hy : V =V verifie B'(U) C [[;_, Vi, ce qui perme_t de
conclure par récurrence.

O

3.21 Corollaire. Soit G un groupe d’exposant p, commutatif, alors tout k-sous
groupe qui est un groupe vectoriel est un facteur direct de G.
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Démonstration. [CGP10, B.1.12]
C’est une conséquence immeédiate de et O

3.22 Proposition. Soit k un corps de caractéristique p > 0 et de cardinal infini.
Soit U un k-groupe commutatif d’exposant p.

Alors U est k-isomorphe 4 un k-sous-groupe de codimension 1 d’un k-groupe
vectoriel. En particulier, U est isomorphe au schéma des zéros d’un p-polynéme
non nul et séparable sur k.

Démonstration. |[CGP10, B.1.13]

Selon le théoréeme[3.18|U peut étre identifié avec un k-sous-groupe d'un k-groupe
vectoriel V. Si m = dim(V') — dim(U) < 1 alors on applique le corollaire [3.12]

Sinon supposons m > 1, on va montrer que U peut étre identifié¢ & un k-sous-
groupe de W groupe vectoriel de dimension dim(W) = dim(V') — 1.

Lie(U) est un sous-k-espace vectoriel de Lie(V) = V de codimension m. On note
G,.U l'adhérence de Zariski de 'image de 'application produit G, x U — V. C’est
un sous-schéma de V' de codimension strictement positive. V étant irréductible
l'union Lie(U) U G,.U est strictement inclus dans V.

Le corps k est supposé infini donc V' (k) est Zariski dense dans V', donc il existe
v € V(k) tel que v ¢ Lie(U) U G,.U.

Soit L le k-sous groupe de V correspondant a la droite vectorielle engendrée par
v. Soit ¢ : V.= W = V/L et ¢ = oy, on va montrer que ker(¢)) = {1}, ce qui
permet d’identifier U avec un sous-groupe de W.

S.e.lon.le théoréme il suffit de montrer que d(1)) est bijective et que ¢\U(E)
est bijective.

L’application Lie(1)) a pour noyau LNLie(U) = {0}. Si 1?[}|U(E) n’est pas injective
alors L serait inclus dans G,.U. Or v € L(k) et v ¢ Go.U (k). O

3.5 Groupes totalement ployés

Ici k est un corps de caractéristique p > 0.

La notion de groupe unipotent totalement ployé est 'analogue de la notion de
tore anisotrope.

On rappelle qu’un tore est anisotrope s’il n’y a pas de morphisme de k-groupe
T — G, non trivial.

3.23 Définition. Un k-groupe unipotent U est dit k-totalement ployé si tout mor-
phisme de k-schéma A,{z — U est constant, d'image un point de U (k).

3.24 Remarque. On dit aussi k-ployé a la place de k-totalement ployé.
La définition de k-ployé a un sens en caractéristique 0, mais elle implique alors
U trivial.

3.25 Ezemple. On suppose que k est non parfait, soit a € k — kP. Le k groupe
U:={y’ =2 — az?} (21)

est un sous groupe de G2 qui devient isomorphe & G, sur k(al/ P) mais qui est
k-ployé.
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3.26 Remarque. Supposons k infini. Selon la proposition les k-groupes G com-
mutatifs d’exposant p sont exactement les schémas des zéros des p-polyndémes sé-
parables non nuls.

Or G est connexe si et seulement si P irréductible sur k.

Supposons G connexe, si la partie principale Py, de P n’a pas de zéro dans
k™ — {0} alors selon le lemme G est k-ployé. Mais la réciproque est fausse.

Par contre si P est un p-polynéome dont la partie principale P, a un zéro sur
k™ — {0}, alors la preuve de 'implication entre la seconde et la troisiéme assertion
du lemme montre que ’on peut trouver un p-polynéme ) qui a un schéma des
zéros isomorphe & celui de P et dont la somme des degrés des mondmes de la partie
principale est strictement inférieure a celle de P. Par récurrence immédiate on peut
obtenir un p-polynéme R dont le schéma des zéros est k-isomorphe & celui de P, et
dont la partie principale n’a pas de zéro non trivial.

Dans ce sens, les schémas des zéros des p-polynémes irréductibles dont la par-
tie principale n’a pas de zéro non trivial sont exactement les k-groupes k-ployés,
commutatifs et d’exposant p.

3.27 Théoréme. Soit U un k-groupe commutatif connexe d’exposant p. Alors U
est le produit direct d’un k-groupe vectoriel et W k-groupe connexe unipotent tel que
Wy, est ks-ployé.

De plus le facteur vectoriel est engendré par les tmages des morphismes de k-
schémas Ais — Ui, passant par Uidentité.

Démonstration. [CGP10, B.2.5]

Soit V' le sous-groupe de G engendré par les images de tous les ks-morphismes
¢ : Gg — Uy, qui passent par 'identité. Ce groupe V' est défini sur k et est invariant
par Paction de Gal(ks/k) donc V est défini sur k selon le théoreme [I.7] Selon le
lemme [3.18] on peut identifier U avec un sous-groupe d’un k-groupe vectoriel. Donc
selon la proposition V est un groupe vectoriel sur k. Selon le corollaire [3.21
onalU =V xW ou W est un k-sous groupe de U. Le groupe U est connexe et
unipotent donc W aussi, et par définition de V, W est ks-ployé.

Il reste & montrer que V est unique. Soit U = V'’ x W' une autre décomposition,
I'image des morphismes de kg-schémas ¢ : A}CS — Ug, qui passent par I'identité est
contenue dans Vy| car W' est ks-ployé.

Donc V C V' donc V! =V x V/ ou V] est 'image de V' par U — W or Wy,
est ks-ployé et V' groupe vectoriel donc V{ = {0}.

O

3.28 Corollaire. Soit U un k-groupe connexe commutatif d’exposant p, alors les
assertions sutvantes sont équivalentes :

1. U est k-ployé ;

2. Uy, est ks-ployé ;

3. il n’y a pas de morphisme de k-groupe non trivial G, — U.

De plus le k-groupe U est un groupe vectoriel sur k si et seulement si Uy, est

un ks-groupe vectoriel.

Démonstration. |[CGP10, B.2.6]
C’est une conséquence immédiate de O
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3.29 Lemme. Tout k-groupe G totalement ployé, connexe, commutatif, d’ezposant
p est trivial.

Démonstration. [Tits67, 3.3.13|

Par ’absurde, si dim(G) > 1. Selon on peut supposer que G est le noyau
de f: G} — (. Selon le lemme il existe f' : G, — V non constant tel que
fof' =0 (en effet 2 est toujours vrai sur k), contradiction avec G ployeé. O

3.30 Théoréme. Si k est un corps parfait et G est un k-groupe connexe commutatif
d’exposant p alors G est k-isomorphe & un groupe vectoriel.

Démonstration. |Tits67, 3.3.14] B
Selon on peut supposer k = k on applique ensuite le théoreme puis le
lemme
O

3.31 Remarque. Ce théoréme est prouvé dans [SGA3| exposé XVII, lemme 4.1.5]
comme conséquence de Hilbet 90 pour la dimension 1, par récurrence pour les
dimensions supérieures

3.6 Noyau cckp et applications

Ici k est un corps de caractéristique p > 0.

3.32 Définition. Soit U un k-groupe unipotent connexe, le noyau cckp de U est
le k-sous-groupe maximal de U qui est connexe, central et d’exposant p.

La définition ci-dessus a un sens car deux k-sous-groupes, connexes, centraux
et d’exposant p engendrent un groupe avec les méme propriétés.

3.33 Proposition. Soit U un k-groupe conneze et unipotent, soit K/k une exten-
sion séparable. On note F le noyau cckp de U. Alors U est k-ployé si et seulement
st Ug est K-ployé. Si U est k-ployé alors U/F 1’est aussi.

De plus les conditions suivantes sont équivalentes :

1. U est k-ployé.
2. U n’a pas de k-sous groupe central k-isomorphe a G.

3. F est k-ployé.

3.834 Remarque. Cette proposition implique que U est k-ployé si, et seulement si, il
n’y a pas de k-morphisme non trivial de G, dans U. Cette propriété est exactement
analogue a la définition de lanisotropie pour les tores. La définition est donc
une astuce qui simplifie les preuves.

Le fait d’étre ployé n’est pas modifié par passage a une extension séparable;
alors que les tores se déploient sur une extension séparable, mais les extensions
purement inséparables conservent l’anisotropie. En fait le théoréme [3.39] montre
que la situation est vraiment inversée : les groupes unipotents se déploient sur des
extensions purement inséparables.

Démonstration. [CGP10, B.3.2]
On commence par montrer I’équivalence des trois conditions : 1 = 2 est évidente.
Selon le corollaire les conditions 2 et 3 sont équivalentes.
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Pour montrer que 3 implique 1 on va montrer que si Uy, n’est pas ks-ployé
alors F' n’est pas k-ployé. Et on aura en méme temps montré que si K/k est une
extension séparable alors U est k-ployé implique Ugk est K-ployé.

Soit ¢ : A}gs — U, un morphisme de kg-schéma non constant. Quitte & composer
avec une translation, on peut supposer que ¢(0) = 1.

Si go(A,lfs) n’est pas central alors U n’est pas commutatif et il existe g € U(ks)
qui ne centralise pas cp(A,L). Le morphisme de ks-schémas ¢’ : A}Cs — Uy, défini
par ¢'(z) = g ro(x) tgp(x), est non constant et son image est incluse dans le
groupe dérivé D(Uy,) = D(U)g,. Le k-groupe D(U) est de dimension inférieure a U
et est non trivial, donc par itération on obtient ¢ : A}CS — Uy, qui est central non
constant. De plus on peut supposer que w(A}CS) est d’exposant p quitte a remplacer
@ par @P° pour e entier bien choisi.

On a donc obtenu ¢ : A,lcs — Uy, non constant dont 'image est incluse dans
Fy... Ainsi le groupe Fj,, n’est pas ks-ployé, et donc selon le corollaire le groupe
F n’est pas k-ployé.

Pour prouver notre proposition, il reste donc & montrer que si U est k-ployé alors
U/F Dest aussi. En vertu du travail fait ci-dessus on peut supposer que k = k.

Supposons que U est k-ployé mais que U/F n’est pas k-ployé, alors U/F admet
un k-sous groupe central k-isomorphe & G, noté A. Soit 7 la surjection canonique
de U dans U/F, le k-sous groupe 7 !(A) est unipotent et connexe.

Si m~1(A) n’est pas central dans U alors, il existerait g € U(k) qui ne centralise
pas 7 '(A) et on aurait un morphisme de k-schéma non constant :

p:xFen Y A))F=ZA.—grg el €F (22)

ce qui est exclu car F est k-ployé. Donc 77 1(A) est central dans U.
De méme 7! (A) est de p-torsion car sinon on aurait un morphisme non constant
de k-schémas ¢ : o F € A,%/, —zP e F.
Ainsi 77 !(A) est inclus dans F donc 77 1(A) = F, ce qui implique A = 1 ce qui
est absurde car A = G,,.
O

3.35 Théoréme. Soit U un k-groupe connexe, unipotent.

1. Il emiste un unique k-sous groupe Ugep de U, connexe, normal et k-déployé
tel que U/Ugep est k-ployé.

2. Le sous-groupe Ugep contient l'image de tout k-morphisme d’un k-groupe,
connexe, unipotent et k-déployé dans U.

3. Le noyau de tout k-morphisme de U dans un k-groupe, connexe, unipotent
et k-ployé contient Ugep.

4. La définition de Ugep commute avec les extensions séparables de k.

3.36 Remarque. Le théoréme ci-dessus est I’analogue du théoréme de structure des
tores [2.12

Démonstration. [CGP10, B.3.4]

Si U est k-ployé alors Ugep, = {1} convient. Sinon on suppose que U n’est pas k-
ployé et on raisonne par récurrence sur la dimension de U. Soit A un k-sous groupe
central, isomorphe & G, (A existe selon la proposition .

Soit H = U/A, par récurrence, il existe un k-sous groupe Hge, de H qui
est connexe, normal, k-déployé et vérifie les autres propriétés du théoréme. Soit
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Uigep le k-sous groupe correspondant & Hge, contenant A, il est k-déployé et
U/Ugep = H/Hgep est k-ployé.

Prouvons 2 : Soit U’ un k-groupe connexe, unipotent qui a une suite de compo-
sition (U/); on U} = U’ et dont les quotients successifs sont isomorphes a G,. Soit
¢ : U’ — U un k-morphisme. Il existe un indice ¢ minimal tel que ¢(U/) C Ugep-
Si ¢ > 0 alors ¢ induit un k-morphisme de G, = U/_, /U] — U/Uyep d'image non
triviale. Ce qui est exclu car U/Ugep est k-ployé. On en déduit que ¢ = 0, et donc
©(U") € Ugep ; c’est l'unicité de Ugep.

Soit ¢ : U — U” un k-morphisme ot U” est un k-groupe connexe, unipotent et
k-ployé. Par 2 on a ¢(Uaep) C Ug,, = {1}

Il reste 4 : Soit K /k une extension séparable on note U’ := Uy alors (Ugep)x C
Ugep- De plus le quotient Ug,,/(Ugep) i est un K-sous groupe de (U/Ugep) - qui est
selon la proposition K-ployé. Or Up,,,/(Udep) k est K-déployé, donc trivial.

[

3.7 Structure des groupes unipotents
Ici k est un corps de caractéristique p > 0.

3.37 Définition. Soit G et H deux k-groupes, G est dit une k-forme de H si G et
H sont isomorphes en tant que k-groupes.

3.38 Théoréme. Soit U un k-groupe connexe et unipotent, alors U admet une
suite centrale de k-sous-groupes :

{1}y=U,Cc---CcUy=U (23)

)

telle que pour tout i, U; /U;+1 est une k-forme de Gmi pour m(i) > 0.

Démonstration. |[KMT74), 8.1

On note H; = D(U) = [U,U] et pour @ > 1, H; = [U, Hi_1]. Selon le corol-
laire [1.13] ce sont des k-sous-groupes de U. On a donc une suite centrale descen-
dante :

{1}=H,Cc---CcH,CU (24)

ou H; et H;—1/H; sont connexes. De plus H;_1/H; est commutatif. On peut
donc supposer que U est en plus commutatif.

Soit UP" limage de U par x € U + 2P" € U; c’est un k-groupe et on a
{1}=0"c...cUPCU.

On a donc obtenu une suite centrale de k-groupes dont les quotients successifs
sont connexes, commutatifs, unipotents et d’exposant p. Selon le théoréme [3.30] ce
sont bien des k-formes de G2'. O

3.39 Théoréme. Soit U un k-groupe conneze et unipotent. 1l existe une extension
purement inséparable K/k telle que U est K-déployé.

Démonstration. On peut le voir comme un raffinement du théoréme [3.38], I’hypo-
thése dans le théoréme [3.30] est k parfait donc les quotients sont isomorphes & G,
sur kP~ 7. On en déduit que U oo €st kP~ -déployé. Donc il existe des extensions

kP~ JK/k ot K/k est finie et Ux est K-déploye. O

3.40 Remargue. On peut trouver une autre preuve dans [Bor91), 15.5].
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3.8 Action des tores sur les groupes unipotents

Ici k est un corps de caractéristique p > 0.

3.41 Proposition. Soit U k-groupe unipotent, alors U est totalement ployé sur k
si et seulement si U (k[[T]]) = U (k((T")))

Démonstration. |[Oest84, V.§|

Si U n’est pas totalement ployé sur k alors il posséde selon le théoréme [3.33| un
sous groupe H isomorphe & G, qui vérifie donc H (k[[T]]) # H (k((T))) a fortiori
U (K([TT)) £ U ((T))).

Réciproquement, supposons U totalement ployé sur k, alors selon le théo-
réme U est aussi totalement ployé sur kg, or

U (K[[T)) = U (K((T)))) N U (ks[[T])) (25)

on est donc ramené au cas ou k = ks.

On remarque que si l'on a une suite exacte 1 — U’ — U 5 U” — 1 telle que
U’ (K[[T]]) = U" (k((T))) et U" (K[[T]}) = U" (k((T)))-

Selon la proposition U(k((T))) — U"(k((T))) est surjective.

On montre dans 'annexe 4.4] que 'application U (k[[T]]) — U” (k[[T]]) est sur-
jective.

On a donc le diagramme commutatif

1——U"(k[[T]]) —— U (k[[T]]) ——U" (k[[T]])) —1 (26)

|

1—U"(k((T))) —= U (k((T))) —=U" (k((T))) —=1

ou les lignes sont exactes, on en déduit par le lemme des 5 que U (k[[T]]) =
U (k((T)):

Compte tenu du théoréme on applique la remarque ci-dessus avec U’ = F
le noyau cckp de U et U” = U/F. Si U # F alors on conclut par récurrence sur la
dimension.

Sinon on peut donc supposer que U est en plus d’exposant p, commutatif et
connexe. Selon le théoréme [3.22) et la remarque [3.26] le groupe U est isomorphe au
schéma des zéros d'un p-polynéme séparable P de G"*! dont la partie principale
Pprine ne s’annule pas sur k"t — {0}. Un élément de U (k((T))) est de la forme

(fi,---, fnt1) ot les f; sont dans k((7)), il vérifie P(f1,..., fat1) = 0.

On note Pprine = %1 aiTipmi, et v; Uordre de la série de Laurent f;. Si 'un des
v; est négatif alors on Zn:olte V= 1g3§£ . p"iy;. L’annulation du monéme en T dans
P(f1,..., fn) donne un zéro de Pyin. dans k"1 —{0}. Ce qui est exclu donc les v;

sont tous positifs et donc les f; sont tous dans k[[T]]. O

On rappelle que si G, H sont des foncteurs en groupes alors une action de G
sur H correspond & la donnée d’une transformation naturelle G x H — H telle que
VR, G(R) x H(R) — H(R) soit une action au sens usuel.

3.42 Théoréme. Soit T un tore k-déployé et U un k-groupe unipotent k-ployé.
Alors la seule action de T sur U est triviale.

22



Raphaél Achet Groupes algébriques unipotents

Démonstration. Une action de T sur U implique des actions de G, sur U.

Or tous les k-morphismes G,,, — U sont triviaux. En effet ils correspondent &
des points de U (k[T,T7]).

Mais U (K[T,T7']) € U (k((T))) = U (k[[T]]) selon le théoréme Donc
U (k[T,T']) = U (k[T]). Les application orbites sont donc triviales et I’action
aussi. O

Une conséquence de ce théoréme est que ’action d’un tore déployé maximal ne
permet pas de décomposer ’algébre de Lie d’un groupe unipotent totalement ployé.

4 Annexes

4.1 Extension de groupes algébriques commutatifs

Ici k est algébriquement clos.
Soit A, B et C trois groupes algébriques commutatifs, une suite exacte

0—-B—->C—-A—0 (27)

est dite strictement exacte si elle est exacte et si la structure algébrique de B est
induite par celle de C et la structure algébrique de A est la structure quotient de
celle de C par B.

4.1 Lemme. [Ser5d, chapitre VII §1. 1.]
La suite est strictement exacte si et seulement si la suite est exacte et
st la suite d’espaces tangents a l'identité correspondante [’est aussi.

Une suite strictement exacte est appelée une extension de A par B. Par
abus de langage, on parle de C extension de A par B.

Deux extensions C' et C’ sont isomorphes s’il existe f : C — C’ tel que le
diagramme

0 B c A 0 (28)
lid lf lid
0 B c’ A 0

est commutatif. Et dans ce cas f est automatiquement un isomorphisme selon le
lemme des cing. On note Ext(A, B) ensemble des classes d’extension de A par B.
Définissons le poussé en avant et le tiré en arriére d’une extension :

1. Soit f: B — B’ et C € Ext(A4, B). Alors f,(C) est 'unique extension C’ de
A par B’ tel qu'il existe F': C' — C' rendant le diagramme

0 B C A 0 (29)

Tk

0 B’ c’ A 0

commutatif.

De fagon explicite f.(C) = C x B'/{(=b, f(b)),b € B}.
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2. De meéme, soit g : A’ — A et C € Ext(A, B). Alors ¢*(C) est l'unique
extension C’ de A’ par B tel qu'il existe G : C' — C rendant le diagramme

0 B c’ A’ 0 (30)
PR
0 B C A 0

commutatif.
De fagon explicite g*(C) = {(d’,¢) € A’ x C|g(a’) = ¢}.
Avec ces deux opérations on va définir une loi de groupe sur Ext(A, B) :
Soit C et C' deux éléments de Ext(A, B), on peut voir C'x C’' comme un élément
de Ext(A x A, B x B).

On considére le plongement diagonal d : A — A x A et la multiplication
s: B x B — B. On définit alors C' + C' := d*s,C x C".

4.2 Proposition. [Ser5d, chapitre VII §1. 1.]
(Ext(A, B),+) est un groupe abélien.

La preuve étant assez longue et fastidieuse, contentons nous de remarquer que :
1. L’extension triviale A X B est le neutre.
2. Si C € Ext(A,B), alors —C = (—=1)*(C)ou (-1):a € A~ —a € A

4.2 Systémes de facteurs

Ici k est un corps algébriquement clos.
On se donne deux groupes algébriques commutatifs A et B.

On appelle systéeme de facteurs sur A & valeurs dans B une application
f:Ax A— B qui vérifie :

pour tout x,y,z € A, f(y,2) — f(x +y,2) + flz,y +2) — f(x,y) =0  (31)

Soit g : A — B est une application, on note dg la fonction

dg: (r,y) € Ax A gz +y)—g(x)—9g(y) € B (32)

dg vérifie I'identité c’est donc un systéme de facteurs. Un tel systéme de
facteurs est dit trivial.

4.3 Définition. H?(A, B) est 'ensemble des systémes de facteurs modulo les sys-
témes de facteurs triviaux.

Un systéme de facteurs f est dit symétrique si f(z,y) = f(y,z) pour tout z, y
dans A.

Les classes de systémes de facteurs symétriques forment un sous groupe de
H?(A, B) noté H*(A, B)s.

Si 'on se restreint aux applications f réguliéres vérifiant modulo les sys-
témes de facteurs triviaux issus d’applications réguliéres, on obtient un sous-groupe
de H%(A, B) noté H2, (A, B).

reg

4.4 Proposition. erg(A, B)s est isomorphe au sous-groupe de Ext(A, B) formé
des extensions qui admettent une section réquliére.
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Démonstration. [Serb9l chapitre VII §1. 4.

Si C € Ext(A, B) admet une section réguliére s : A — C, on pose f(z,y) =
s(z+vy) — s(x) — s(y). Alors f est une application réguliére symétrique de A dans
le noyau de C' — A, c’est a dire dans B. De plus f vérifie 'équation (31]) et changer
de section s revient & ajouter un systéme de facteurs trivial.

Si l'on note Ext(A, B). l'ensemble des extensions admettant une section régu-
liere, on a défini une application 6 : Ext(A, B). — HZ, (A, B),. On admet que ¢
est un morphisme de groupes, il reste donc & montrer que 6 est une bijection.

Si (C) = 0 alors C admet une section s qui est un morphisme, donc C = Ax B.
Ainsi 0 est injective.

Deplussi f € erg(A, B), alors on définit A Xy B comme étant A x B muni
de la loi de groupe suivante :

(a,b) + (a',V') = (a+d b+ + f(a,a’)) (33)
qui fait de Ax ;B un groupe algébrique commutatif extension de A par B admettant
une section rationnelle. O

Un peu plus de travail permet de démontrer la proposition suivante que l'on
admet ici :

4.5 Proposition. [Ser5d, VII proposition 7]
Si A et B sont linéaires alors,

Ext(4, B) = H2,(A, B), (34)

Cette proposition permet de simplifier le travail de recherche d’extension en le
ramenant a la recherche de solutions de l'identité (31)).

4.3 Restriction de Weil et applications

Soit K/k une extension de corps, soit G un schéma en groupes sur K, on note
A= K[G].

4.6 Définition. On considére le foncteur

Rgp(G): k—alg —  groupes

R o GRoLK) (35)

Ce foncteur est appelé restriction de Weil.

4.7 Lemme. Si K/k est une extension finie séparable alors Ry, (G) est représen-
table donc c’est un k-schéma en groupe affine.

Démonstration. [KMRT98, 20.6]
Soit X = X (K) l'ensemble des morphismes de k-algébres 7: K — k.
Le groupe de Galois I' = Gal(ks/k) agit sur X par 77 =~y o .
Soit 7 € X, on note Ar = ARg ks ou K agit sur ks via 7 c’est-a-dire pour tout
ac A leLetxceks
al@zr=a®T7(l)z. (36)

Soit v € I', on considére

Vr Ar — A’YT

a®x — a®y(x) (37)
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c’est un isomorphisme d’anneaux qui vérifie pour tout = € ks et u € A,

’)77'(3310 - 7(x>77(u) (38)

On considére B = Q@ A;. Le groupe I' agit sur B de facon continue via
Te€X

Y <® a'r) = ® :Y(a'r)‘ (39)

TeX TeX

De plus B est une ks-algebre et B= @ A, = @ (A QK7 ks). La structure
TeX TeX
d’algebre de Hopf de A implique une structure d’algébre de Hopf pour B qui est

compatible avec I’action de I'.

Soit B = EF, c’est une k-algébre de Hopf. On va montrer que B représente le
foncteur Ry (G).

Soit R une k-algebre,

Homy,_a1y(B, R) 2 Homy,, _a14(B, R @y, k). (40)

Un élément de Homks,alg(é,R ®r k)l est déterminé par une collection de
morphismes de kg-algébres que 'on note (f)rex ou fr : Ar — R®y ks vérifie pour
tous v € I' et 7 € X que le diagramme

’}77' \L lld@"}/

A'VT ?R@k ks

est commutatif.

On considere g, = (fr)|a, le morphisme g, vérifie alors (id ® 7v) o gr = gyr-
Donc en particulier Im(g,) est invariant sous laction de Gal(ks/T7K) C T et
Im(g;) C R®, 7K.

L’application h = (id® 7)1 o g, : A - R®;, K est indépendante du choix de
T et est un morphisme de K-algebres.

Réciproquement pour tout morphisme de K-algébres h : A — R ®; K définit
des applications f; :a ® x + (id ® 7)h(a)().

Selon le lemme onaB®ks = B.
Soit R une k-algebre, par définition de Ry, (G),

Ri/k(G)(R) = Hompq14(A, R @k K) = Homy,_q4(B, R). (42)
O

4.8 Lemme (Descente de Galois). Soit k un corps quelconque, on note T le groupe
de Galois Gal(ks/k). Soit V' un ks-espace vectoriel, si ' agit de fagon continue sur
V' par automorphismes semi-linéaires alors

VE={veV|Vyer, yov=u} (43)

est un k-espace vectoriel.
De plusv@x € VI ®@ky — av € V est un isomorphisme de ky-espaces vectoriels.
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Démonstration. [KMRT98, 18.1]

Il est clair que VT est un k-espace vectoriel. Il reste & montrer que VI @ kg — V
est un isomorphisme de ks-espace vectoriel.

On note % 'action de T" sur V.

Montrons tout d’abord la surjectivité : soit v € V, le groupe I' agit de facon
continue sur V' donc il existe L extension galoisienne de k dans ks tel que Gal(ks/L)
agit trivialement sur v.

Soit (m;)1<i<n une base de L sur k et (7;)1<i<n un ensemble de représentants
du quotient & gauche de I'/Gal(ks/L). Donc I'*xv = {y1 xv, ...,y xv} ot on peut
choisir v xv = v.

Pour tout 1 < j < n, on note

vj =Y vi(my) (i * v). (44)
i=1

On remarque que pour tout y € I', 1 <7 < n,ilexiste 1 <1 < mnety €
Gal(ks/L) tel que vy; = v'. L’action de I' sur la somme (44]) est une permutation,
donc v; € |72

De plus (vi(m;));,; est inversible dans G Ly, (L) selon le lemme de Dedekind
On note (m; ;) la matrice inverse. On a alors :

n
V= kv = Z m; v (45)
i=1
d’ou la surjectivité.
Pour montrer 'injectivité, on montre que 'image d’une famille k-libre est ks-
libre.
Par I'absurde, soit vy, ...,v, € VI une famille de vecteurs k-libres telle qu’il
existe mq,...,m, € ks non tous nuls qui vérifient

r
Zmﬂ}i =0. (46>
=1

On peut supposer que r > 1 est minimal et que mq = 1.
Par hypothése les m; ne sont pas tous dans k, quitte a renuméroter les m; on
peut supposer que mg ¢ k. En conséquence il existe v € I" tel que v(ma) # mao.

On a donc
T

™ (mi — y(mz)) vy = 0 (47)

i=2
qui est une relation de dépendance linéaire de longueur strictement inférieure.

4.9 Définition. Soit G un schéma en groupes sur k, le foncteur

Gxg: K—alg — groupes
R —  G(R)

est représenté par k|G| ®j K. On Uappelle restriction de G a K.
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4.10 Proposition. [KMRT98, 20.7]

Soit K/k est une extension finie séparable. Les foncteurs restriction et restric-
tion de Weil sont adjoints. C’est-a-dire pour tout H schéma en groupe sur k, pour
tout G schéma en groupe sur K il y a une transformation naturelle bijective :

Homy,(H, Ry /x(G)) = Homg (Hk, G) (49)
de plus on a :
(Repe(@),, = T] G- (50)
T€X

ot G, = Gy, et ks est vue comme une K-algébre via 7.

Ce qui est fait ci-dessus sur la restriction de Weil peut étre grandement géné-
ralisé. Une présentation de la restriction de Weil et de ses propriétés basiques peut
étre trouvée dans [BLRI1l 7.6]. En particulier, il est en fait possible de montrer le
lemme [4.3] avec des hypothéses beaucoup plus faibles.

4.11 Proposition. [CGP10, A.5.1]

Soit k un corps et k' une k-algébre réduite de dimension finie non triviale (c¢’est-
a-dire selon [Wat79, 6.2] que k' est en tant que k-algébre le produit d’un nombre
fini d’extensions séparables de k). Soit G un k'-schéma en groupes dont l'algébre de
Hopf est de type fini. Alors la restriction de Weil G = Rk//k(G') est un k-schéma
en groupe dont l’algébre de Hopf est de type fini.

La proposition suivant est énoncé dans [CGP10| comme ’équation (A.5.1), il
est prouvé dans un contexte plus général dans [BLRI1, 7.6 lemme 1].

4.12 Proposition. Soit k un corps et k' une k-algébre réduite de dimension finie
non triviale,
Homy,(H, Ry (G)) = Homy (Hy, G) (51)

4.13 Corollaire. Soit k'/k une extension de corps. Soient H un k' schéma
en groupes, G un k schéma en groupes. Il existe un k'-morphisme surjectif p :
Ry p(H) — H. Et pour tout k'-morphisme f : G — H, il eviste un unique k-
morphisme g tel que le diagramme

H (52)

Sk

Ry (H)

est commutaltif.

La restriction de Weil va nous servir & construire des exemples de groupes uni-
potents.

4.14 Ezemple. Soit k un corps de caractéristique p > 0 non parfait. Soit a € k — kP,
on note k = k[a'/P]. On a la suite exacte suivante :

1= pp — G 225 Gy — 1 (53)
a laquelle on applique la restriction de Weil.

r—xP
1 — Ry /(1) — Rir i (Gm) = Ry (G (54)
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On note a = a*/?, on a la décomposition suivante de &' : k' 2 k1@ - - ® kaP~ L.
Soit B une k-algébre, par définition de la restriction de Weil,

Ry 1, (1p)(B) = pp(B@yk') = {(2o,..., 2p-1) € B | af+--+aP "'z = 1}. (55)

Ry /k(up) /1p est un groupe unipotent de dimension p — 1 (alors que p, est de
dimension 0) totalement ployé selon la remarque

4.4 Algébres formellement lisses

L’objectif de cette annexe est de montrer que, avec les notations et hypothéses
de la proposition Vapplication U (k[[T]]) — U"(k[[T]]) est surjective.

4.15 Définition. Soient A un anneau topologique, B une A-algébre topologique.
On dit que B est une A-algébre formellement lisse si pour toute A-algébre topo-
logique discréte C, tout idéal J de C' nilpotent, et tout A-morphisme continue
u: B — C/J il existe un A-morphisme continu v : B — C' qui induit u par passage
au quotient.

C’est-a-dire v est tel que le diagramme

B—"-C/J (56)

ot

est commutatif.

Si I'on montre que k;[U] est une k,[U”]-algébre formellement lisse, on en déduit
que U (k[[T]]/(T™)) — U" (k[[T]]/(T™)) est une surjection pour tout n. Ce qui
implique en passant a la limite inductive que U (k[[T]]) — U” (k[[T]]) est surjective.

4.16 Définition. Soient k un anneau, A une k-algébre et (x;);c; une famille d’élé-
ments de A. On note A’ la sous-algébre de A engendrée par les z;. On dit que
(2)ier est une famille essentiellement génératrice de A si pour tout a € A, il existe
s € A’ inversible dans A tel que sa € A'.

On dit que A est essentiellement de type fini si elle admet une famille essentiel-
lement génératrice finie.

4.17 Définition. Soit A un anneau local noethérien, on note m son idéal maximal
et k = A/m. L’anneau local A est dit régulier si dimy(m/m?) = dim(A). La
dimension de A étant la dimension de Krull de Spec(A).

Soit A un anneau commutatif noethérien, A est dit régulier si pour tout p idéal
premier de A, le localisé Ay, de A en p est régulier.

4.18 Définition. Soient k£ un corps, A une k-algébre. A est dite absolument ré-
guliere si A ®; k' est réguliere pour toute extension k’/k radicelle de dimension
finie.

4.19 Théoréme. [Bou98, AC X.103, théoréme 4]
Soit A un anneau noethérien, B une A-algébre essentiellement de type fini. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
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1. La A-algébre B est formellement lisse

2. Le A-module B est plat et, pour tout p € Spec(A), la x(p) = Frac(A/p)-
algébre k(p) @4 B est absolument réquliére.

Le fait que kg[U] est un ks[U”]-module plat est donné par le théoréme [Wat79]
14.1].

De plus ks[U] est de type fini comme kg-algébre donc comme kg [U”]-algébre donc
en particulier est essentiellement de type fini. Enfin 7 est lisse c’est a dire kg[U] est
une ks[U"]-algebre lisse. Donc selon le théoreme [Wat79, 11.6] la condition 2 est
vérifiée.

On peut donc conclure que U(k[[T]]) — U"(k[[T]]) est surjective.
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